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which where defined by a trend line. 
Than for the point B applies: 
0,0056
min 0,3012. Ct α= ,                                           (11) 
and for the point D applies: 
0,0282
min 0,2913. Ct α= .                                          (12) 
 
Conclusion. The presented article deals with the effect of geometrical parameters 
of C-C gearing on the determination of the minimum thicknesss of hardened layer. This 
was specified by numerical simulation by the means of FEM analysis, where for the 
point B applies the expression (11) and for the point D expression (12) [11]. In the men-
tioned expression the minimum thickness of the hardened layer depends on the angle of 
the path of contact in point C – αc, while the final value has to be round to hundredth. 
Starting point for the design of hardened layer then could be the most unfavorable situa-
tion from the expressions (11) and (12) to prevent its failure and damage of the base 
material. 
Subject for further examination is to continue in research on increasing the 
load carrying capacity of C-C gearing by the means of thin hard layers (multi lay-
ers, nano layers,) while in [10] is evident the effect of TiN thin hard layer. Further 
research is carried on with the application of mono-, multi- and nano layer on the 
model of strength analysis. 
 
The work was elaborated within the solution of grant projects VEGA 1/0189/09. 
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ИСПОЛЬЗОВАНИЕ ПРОИЗВОДНОЙ ОТ УСКОРЕНИЯ 
ВНЕДРЕНИЯ ПРИ НАХОЖДЕНИИ ТОЧЕК НА 
ОГИБАЮЩЕЙ, ЗНАЯ ТОЧКИ НА ОБВОЛАКИВАЮЩЕЙ 
 
Запропонована модифікація кінематичного методу обчислення координат крапок на поверхнях, 
формованих методами огинання. Метод легко вписується в існуючі системи аналізу процесів 
формоутворення недиференціальними методами, суттєво зменшуючи загальний обсяг обчислень. 
Показане, що застосування похідної від прискорення впровадження на порядок підвищує точ-
ність кінематичного методу знаходження крапок на поверхні, що обгинає. 
 
There is a modification to the undifferentiated surface points’ estimation methods that are formed by enve-
lope methods. This method: doesn’t need a lot of additional calculations; easily fits the existing analysis 
systems of forming processes; essentially reduces the overall total of calculations at adequate accuracy. 
 
Постановка задачи. В [1] изложен кинематический метод нахождения то-
чек на огибающей поверхности, имея точки на обволакивающей [2]. Метод осно-
ван на использовании понятий скорость и ускорение внедрения и, как показано в 
[1], позволяет при том же числе “резов" на 1-3 порядка уменьшить величину от-
клонения находимых точек от теоретической огибающей. Компьютерные расче-
ты, часть которых представлена в [1], показали, что характер отклонения найден-
ных точек на Σ3 от огибающей Σ2 (см. рисунок 1), подчиняется вполне опреде-
лённым зависимостям: а) в направлении 
роста радиуса кривизны огибающей Σ2 
точки Σ3 располагаются внутри тела 
огибающей Σ2; б) отклонения точек Σ3 
от Σ2 связаны степенной зависимостью. 
Всё это соответствует физическому 
смыслу и указывает на то, что в анали-
зируемом примере погрешности вычис-
лений обусловлены влиянием третьих 
производных. Ведь скорость внедрения вычисляется через первые производные; 
ускорение внедрения – через вторые производны; а более высокие производные в 
кинематическом методе [1] не учитываются. Заметим, что высокие производные 
предлагалось использовать при анализе и синтезе зацеплений и ранее. Так Г.И. 
Шевелева разработала метод степенных рядов [3]. Д.Т. Бабичев писал [4] о по-
лезности понятий высоких производных от скорости внедрения, но идея эта до 
настоящего времени ни в методиках, ни в расчетах не была реализована. 
Σ1 Σ3 
Σ2 
Рисунок 1 – Виды поверхностей:  
Σ1 – обволакивающая;  
Σ2 – огибающая;  
Σ3 – найдена кинематическим методом 
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Цель работы. Разработка методики нахождения точек на огибающей 
поверхности через координаты точек на обволакивающей, используя при вы-
числениях производную от ускорение внедрения. И оценка степени точности 
кинематического метода, изложенного в [1], при использовании в нём третьих 
производных. 
 
1. Производная от ускорения внедрения. Её находим, дифференцируя 
ускорение внедрения аВН [1, формула (3)] по времени t: 
 
nVnananVna &&&&&& ⋅+⋅⋅+⋅=⋅+⋅== 1212121212 2)(dt
d
dt
daa BHBH ,            (1) 
 
где V12 − вектор относительной скорости; n – орт нормали к поверхности, на-
правленный из тела производящего элемента; a12 – ускорение точки, находя-
щейся на производящей поверхности Σ1 и скользящей по ней со скоростью 
“−V12"; n&  − производная орта нормали n.  
Для плоской реечной передачи, в которой производящий профиль есть 
прямая, получили с использованием зависимостей (3)-(5) и (6b)-(8b) из [1], и 
полагая в обобщенном зацеплении [1, рисунок 1]: 0321321 ====== aaaεεε , 
γ=900, 12 =ω , waV −=1 , 03231 ==== VVωω , waS =3 , следующую простую 
формулу для вычисления производной BHa& от ускорения внедрения аВН: 
 
bbbBH rrra −=⋅−=⋅= 32312 ωω& ,                                      (2) 
 
где rb – радиус основной окружности нарезаемого колеса. 
Используя формулы работы [1], а так же зависимость (2), построили 
графики, представленные на рисунке 2, которые иллюстрируют, как изменя-
ются: скорость внедрения VВН, ускорение внедрения аВН и его производная 
BHa&  вдоль режущих кромок в рассматриваемом реечном зацеплении. 
Скорость внедрения VВН – см. рисунки 2а и 2б – равна 0 в точках K и K* 
контакта производящей рейки с огибающей эвольвентой (на рисунке 2 не по-
казана). В неконтактных точках VВН численно равна (при ω12=1) плечу h орта 
нормали n относительно полюса зацепления Р. При этом VВН>0, n создает 
момент относительно полюса Р, совпадающий по направлению с относитель-
ной угловой скоростью ω12 (напомним ω12=ωИНСТРУМ–ωЗАГОТОВ). При перемеще-
нии рейки, точки контакта K и K* смещаются по профилю рейки и поэтому 
скорости внедрения VВН во всех точках профиля изменяются. Отметим три 
существенных обстоятельства. Во-первых, эпюры VВН (при VВН>0) на рисунке 
2б показывают толщины слоев, срезаемых режущей кромкой. Это одна из 
ключевых идей В.А. Шишкова [5], предложившего понятие VВН. Во-вторых, в 
точках В и С излома профилей действует правило: если в изломе знак VВН из-
меняется – этот излом формообразующий, т.е. точка находится на огибающей 
(см. точку С на рисунке 2б); если в изломе знак VВН не изменяется – излом не 
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формообразующий, т.е. точка лежит вне огибающей (см. точку В на рисунке 
2б). Это одно из положений работы [5], автором которой детально проработа-
ны вопросы формообразования изломами. В-третьих, при изменении направ-
ления движения обката, скорость VВН во всех точках производящего профиля 
изменяет направление на противоположное. 
 
 
 
Ускорения внедрения аВН – см. рисунки 2а и 2в – равно 0 в точках М и 
М*. В других точках боковых профилей АВ и CD ускорение аВН находится в 
линейной зависимости от расстояния е текущей точки от точек М или М*: 
αω ctg212 ⋅⋅= еaВН , где α – угол исходного контура рейки. На участке ВС ус-
корение fВН ra ⋅= 212ω , где rf – расстояние отрезка ВС от центра колеса – точ-
ки О. Два существенных обстоятельства. Во-первых, величина и направление 
ускорения аВН не зависят ни от перемещения рейки при обкате, ни от направ-
ления этого движения. Во-вторых, в точках при аВН>0 огибающая формиру-
ется внутри тела производящего элемента (см. участки МВ и СМ*), т.е. 
имеет место подрезание зуба колеса. 
Производная BHa&  от ускорения внедрения аВН  – см. рисунок 2г: равна 
bВН ra ⋅−= 312ω& ; одинакова во всех точках боковых участков АВ и СD и не за-
Рисунок 2 – Параметры внедрения прямолинейных отрезков профиля рейки: 
а) схема зацепления; б) скорость VВН; в) ускорение аВН; г) его производная BHa&  
 
ω12 
B 
A 
C 
D 
 
V1 = r = const 
ω1=1 
O
P
M
K*
M*
αrb 
N K
n
r
B 
A 
C 
D 
а) б) 
г) в) 
 
K*
ω12 
PK
C
B
A
D
h
h
h 
 
B C 
P
M M*
ω12 A D 
L L 
 23
висит от перемещения рейки. При смене направления движения при обкате, 
изменяется и знак ВНa& . На участке ВС ускорение ВНa& =0. 
 
2. Основы кинематического метода, использующего производную от 
ускорения внедрения. Приводим алгоритм нахождения точек на огибающей 
поверхности для случая однопараметрического огибания. 
Этап 1 аналогичен этапу 1, описанному в [1]: найти координаты x2, y2, z2 
точек на обволакивающей Σ1. При этом вычислить и запомнить: а) проекции 
nx2, ny2, nz2 орта нормали n1 к поверхности Σ0; б) векторы относительных ско-
ростей: угловой ω12 и линейной V12; в) скорость VВН и ускорение аВН внедре-
ния. Дополнительно найти производную ускорения внедрения BHa& – для про-
цесса формообразования зубьев эвольвентного колеса рейкой используем 
формулу (2). 
Этап 2 сильно похож на этап 2 из [1]: 
• Вычислить расстояния δ от точек на обволакивающей Σ1 до огибающей Σ2 
(вдоль нормалей n1 к Σ1), и время Δt их прохождения по формулам: 
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• Найти нормаль N и её орт n(Σ2) к огибающей поверхности [1, формулы (13)]. 
• Вычислить расстояния δn по нормали к поверхности Σ2 [1, формула (14)].  
• Найти координаты точек на огибающей поверхности Σ2 ([1, формулы (15)]. 
 
3. Апробация предлагаемого метода и оценка его точности. В соот-
ветствии с приведенными выше алгоритмом и формулами были внесены до-
полнения в компьютерную программу, используемую при выполнении работы 
[1]. По этой программе было выполнено моделирование процесса формообра-
зования прямозубого эвольвентного колеса производящей рейкой. Как и в [1], 
делительный диаметр колеса принят равным d=1000мм, т.е. аw=500мм. На ри-
сунке 3 представлены результаты этого моделирования. На нём приведены в 
графическом виде отклонения найденных точек поверхности Σ3 (см. рисунок 1) 
от огибающей Σ2, т.е. от эвольвенты. Видно, что: а) отклонения почти не зави-
сят от положения точки на эвольвенте; б) отклонения стабильно и сильно сни-
жаются при увеличении числа зубьев z и количества резов k при повороте заго-
товки на один зуб (при увеличении z или k в 2 раза, отклонение уменьшается 
более чем в 30 раз); в) величина отклонений ничтожна: при z=10 и k=10 макси-
мальное отклонение от эвольвенты на колесе с делительным диаметром d=1000 
мм равно всего 0,0001 микрометра; г) при z*k>1500 погрешность метода Δh<10-
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9 мкм становится соизмеримой 
с точностью вычислений ком-
пьютером, которая составляла 
15-16 десятичных знаков 
(волнистые кривые при 
z*k=1600 и z*k=3200 свиде-
тельствуют именно об этом). 
На рисунке 4 приведено 
сравнение точности трех мето-
дов нахождения огибающей в 
зависимости от числа зубьев z 
и количества резов k (на при-
мере обработки эвольвентного 
колеса рейкой). Три верхние 
кривые (метод 1) – максималь-
ное отклонение обволакиваю-
щей Σ1 от эвольвенты Σ2 на ок-
ружностях (сверху вниз): вер-
шин, делительной, вблизи ос-
новной. Видно, что на делительной окружности при z*k=100 отклонение состав-
ляет примерно 100 мкм. Вторая снизу кривая (метод 2) – максимальное отклоне-
ние для кинематического метода, описанного в [1]. Видно, что на делительной 
окружности при z*k=100, откло-
нение более 1 мкм; т.е. умень-
шилось почти на два порядка. 
Нижняя кривая (метод 3) – мак-
симальные отклонения кинема-
тического метода при использо-
вании производной BHa&  от ус-
корения внедрения. Видно, что 
отклонение равно 0,0001 мкм, 
т.е. на шесть порядков меньше 
исходного и на четыре порядка 
меньше, чем в методе 2. Тренды, 
представленные на рисунке 4, 
показывают, что зависимости 
погрешностей от произведения 
z*k носят степенной характер, но 
показатели степени различны: 
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Рисунок 3 – Точность кинематического метода 
при использовании производных 
от ускорения внедрения 
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Т.е. увеличение числа резов 
k сильнее всего повышает точ-
ность метода 3; и менее всего 
(хотя и существенно) – метода 1. 
Рисунок 5 в более нагляд-
ной форме показывает степень 
повышения точности двух ки-
нематических методов нахож-
дения точек на Σ3 (т.е. вблизи 
эвольвенты), по сравнению с 
отклонениями гребешков обво-
лакивающей (т.е. ломаной ли-
нии, касающейся эвольвенты) 
от огибающей (т.е. от эвольвен-
ты). Нижние две кривые – ми-
нимальное и максимальное по-
вышение точности метода 2. 
Верхние две кривые – минимальное и максимальное повышение точности ме-
тода 3, изложенного выше и использующего производную ВНa& .  
 
Заключение. Использована производная от ускорения внедрения в прибли-
женном кинематическом методе нахождения точек на огибающей, когда найдены 
точки на обволакивающей. На простом примере показано, что в этом случае точ-
ность кинематического метода вычисления координат при том же числе резов уве-
личивается на 3-6 порядков. Полагаем, что в общем случае, применение производ-
ной BHa&  повышает точность не на 3-6, а лишь на 2-3 порядка, т.к. была рассмотре-
на в качестве огибающей эвольвента, а при ее образовании вторая производная 
BHa&& =0. В других же зацеплениях, особенно в пространственных, четвертая произ-
водная может быть не нулевой, что приведет к снижению точности вычислений. 
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Рисунок 5 – Сравнительный анализ точно-
сти двух кинематических методов 
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ВЫБОР ПОДШИПНИКОВ КАЧЕНИЯ И 
ОЦЕНКА ИХ НАДЕЖНОСТИ С УЧЕТОМ 
ВАРИАЦИИ УСЛОВИЙ НАГРУЖЕНИЯ 
 
Надійність опорних вузлів механічних передач можливо забезпечити на стадії проектування 
шляхом вибору підшипників кочення з урахуванням конструкційної та експлуатаційної нестаціо-
нарності навантаження. В роботі приведено моделі для еквівалентного навантаження підшипни-
ків різних типів, а також алгоритм пошуку їх функцій розподілу довговічностей з урахуванням 
розсіювання механічних властивостей та варіації умов навантаження. 
 
The reliability of reference sites of gears can be achieved at the design stage by selecting the rolling 
bearings in the light of structural and service variable loading. The paper presents a model for the 
equivalent load bearings of various types, as well as the algorithm for finding the distribution functions 
of their longevity in the light scattering of mechanical properties and the variation of loading conditions. 
 
Актуальность темы и постановка задачи. Подшипники качения явля-
ются традиционным местом сосредоточения значительных затрат на техниче-
ское обслуживание и ремонт оборудования горно-металлургического ком-
плекса. Их меняют, как по факту отказов, так и профилактически, превентив-
но. Первая ситуация характерна для опорно-ходовых систем непрерывного 
транспорта, где может не функционировать до половины имеющихся под-
шипников. Вторая ситуация присуща ответственным редукторам, плановый 
ремонт которых включает принудительную замену части подшипников без-
относительно к их фактическому техническому состоянию. Кроме того, на 
многих предприятиях подшипниковые узлы подвергаются виброактивным 
методам диагностики, что с одной стороны призвано увеличивать коэффици-
ент использования оборудования, но с другой стороны, возрастают расходы 
на техническое обслуживание. 
Активное развитие в последние годы методов вибродиагностики под-
шипниковых узлов не снимает вопросов их эксплуатационного ресурса, но 
свидетельствует о сложности и тотальности данной проблемы. Ее истоки 
приходятся на этап проектирования, когда конструктор недостаточно внима-
ния уделяет долговечности подшипников. Это при том, что характеристики 
сопротивления циклическому нагружению (динамическая грузоподъемность 
С, показатель наклона m) для них достаточно надежно определены, и что их 
отличает от других стандартных и нестандартных узлов и деталей. Следова-
тельно, неверно (не вполне точно) прогнозируются действующие нагрузки. В 
частности, пренебрегается влиянием нестационарности нагружения. Сложно-
